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Оптимизация формы ступенчато-призматической балки при изгибе 
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Аннотация: Получено решение задачи оптимизации ступенчато-призматической балки из условия минимума потенциальной энергии деформации при заданном объеме. Задача решена для случая шарнирного опирания по концам и равномерно распределенной по длине нагрузки. Найдено оптимальное значение параметра α, равного отношению высоты средней ступени к высоте крайней, при котором жесткость балки при постоянных объеме и ширине поперечного сечения максимальна.
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Рассмотрим ступенчато-призматическую балку прямоугольного сечения, шарнирно опертую по концам, загруженную равномерно распределенной нагрузкой q (рис. 1). Пусть ширина балки постоянна и равна b, высота крайних ступеней равна h, а средней ступени – αh. 
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Рис. 1. – Расчетная схема
 Согласно [1,2] интегральной мерой, определяющей уровень напряженно-деформированного состояния, может служить потенциальная энергия деформации U. Чем меньше величина U, тем лучше система сопротивляется внешним воздействиям.  При изгибе потенциальная энергия деформации (ПЭД) определяется следующим образом:
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Найдем такую величину параметра α, при которой потенциальная энергия деформации принимает минимальное значение при заданном объеме балки V. Объем рассматриваемой балки определяется следующим образом:
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Выразим из (2) величину h:
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Для определения оптимального значения α потребуется вычислить производную 
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Моменты инерции крайних ступеней 
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 и средней ступени 
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   определяются следующим образом:
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Выражение для изгибающего момента имеет вид:
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Подставив (5) в (1), получим:
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Коэффициенты 
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 и 
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 вычисляются следующим образом:
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Оптимальное значение α найдем, продифференцировав ПЭД по α и приравняв к нулю:
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Производную 
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 вычислим как от сложной функции:
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Окончательно задача сводится к следующему уравнению:
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откуда  
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Из полученной формулы видно, что оптимальная величина параметра 
[image: image21.wmf]a

 не зависит от ширины сечения 
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. Следовательно, с ростом 
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 будет расти минимальный объем балки, необходимый для выполнения условия прочности. Таким образом, величину 
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 нужно назначать наименьшей из условия устойчивости плоской формы изгиба балки, либо из конструктивных соображений. Кроме того, 
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 не зависит от материала балки, а также величины нагрузки q. 
На рис. 2 сплошной линией показан график изменения потенциальной энергии деформации балки переменного сечения U(α) по отношению к ПЭД балки постоянного объема U0 в зависимости от 
[image: image26.wmf]a

 при b = 10 см, a = 1 м, l = 6 м. Штриховой линии соответствует график изменения максимального прогиба балки f(α) по отношению к прогибу балки постоянного сечения f0. 
Минимуму потенциальной энергии деформации при указанных исходных данных соответствует 
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. Балка, характеризующаяся минимумом ПЭД, обладает максимальной жесткостью при заданном объеме [1,2].
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Рис. 2. – Изменение потенциальной энергии деформации и прогиба в середине пролета в зависимости от  
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Из рис. 2 видно, что относительно 
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 минимум прогиба смещен немного вправо. Это объясняется тем, что прогиб в середине пролета определяется умножением грузовой эпюры на единичную, а характер эпюры М1 при действии равномерно распределенной нагрузки отличается от МР.
Отметим, что балка наибольшей жесткости не является равнопрочной. 
При указанных исходных данных максимальные напряжения в крайних ступенях в 1.42 раза больше, чем в средней. Построение моделей равнопрочных балок и стержней рассматривается в работах [3-5]. Методики создания равнонапряженных конструкций приводятся в статьях [6-10].
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