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Аннотация:   В работе рассматривается плоское  движение тяжелой материальной точки в 

квазистатической среде под действием сил гравитации, аэродинамических  сил и силы тяги. 

Эту задачу можно рассматривать как продолжение задачи Жуковского о моделировании 

продольного полета летательного аппарата в предположении, что угол атаки является 

постоянным, с учетом воздействия силы тяги. Получены уравнения движения в разных 

системах координат. Найдены стационарные режимы полета.  Исследуется устойчивость 

самых основных режимов. Найдено численное решение уравнений движения  и исследуется 

поведение траекторий на различных режимах полета. 

Ключевые слова: Сила тяги, материальная точка, задача Жуковского. 

  

       Создатель аэродинамической теории Жуковский Н. Е. написал достаточно 

много работ в области механики твердого тела, и они послужили для других 

исследователей основанием для развития всех этих задач. Среди его трудов 

самый большой интерес заслуживают  работы по динамике летательных 

аппаратов. Одной из  первых публикаций  в этой области был доклад [1] «О 

парении птиц». В нем были указаны методы для расчета траекторий полета 

птиц в различных условиях. Жуковский Н. Е., в отличие от своих великих 

предшественников Ньютона и Галилея, смог качественно и количественно 

описать аэродинамические силы, ввести понятие центра давления, создать 

методы расчета профилей крыла, создать вихревую теорию для расчета формы 

винтов, и многое-многое другое. Все это послужило фундаментом для 

развития авиации. В работе [2] было проведено обобщение и развитие 

некоторых задачи, сформулированных Н. Е. Жуковским. В учебнике [3] 

сформулирована задача о планирующем полете и приведены уравнения 
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движения. В настоящей работе рассматривается задача Жуковского с силой 

тяги, получены различные стационарные режимы и исследуется устойчивость 

горизонтального полета. 

 

 

 

                                                Постановка задачи. 

      Рассмотрим плоское криволинейное движение точки   в гравитационном 

поле в вертикальной плоскости под действием аэродинамических сил 

сопротивления и подъемной силы и силы тяги. Пусть к точке присоединена 

невесомая симметричная оболочка. Пусть существует такая  ориентация 

выбранной оси и вектора скорости V, что угол атаки остается постоянным.  

    Будем считать, что высота полета невелика и плотность среды остается 

постоянной. Также будем считать, что масса точки М не меняется.  

 
Рис. 1. Движение точки под действием внешних сил 

      Выберем подвижную систему координат, связанную с вектором скорости. 

Положение точки относительно первоначальной неподвижной системы 

координат определим ее координатами x и y. Угол   отклонения вектора 

скорости от горизонтали обозначим ϑ . Опишем внешние силы, действующие 

на рассматриваемую модель движения. Сила сопротивления направлена 

против вектора абсолютной скорости материальной точки М. Подъемная сила, 
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направлена ортогонально вектору скорости V и в данном случае направлена 

влево. Зависимость аэродинамических сил от скорости носит квадратичный 

характер. Будем считать, что  сила тяги Т постоянна и составляет угол δ с  

направлением вектора скорости. Проекции силы тяжести как обычно входят в 

уравнения движения. Уравнения движения в выбранной системе координат 

имеют вид: 
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    Составим другую систему уравнений в осях Кенига.   Зададим проекции 

,x yV V  ее абсолютной  скорости  на вертикальное и горизонтальное 

направление.  

Тогда уравнения движения в осях Кенига будут выглядеть так: 

 

 

                          (2)                                                       

                                           

 

Обе системы уравнений, полностью описывают движение рассматриваемой 

точки. Эту модель можно рассматривать как простейшую модель, 

описывающую движение ЛА. Аналогичные, но более сложные модели 

рассматривались в работах [4-6].  

Переход к безразмерным переменным 

Введем новые безразмерные переменные ,v τ  
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TT
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=′   безразмерная сила тяги, 1 22 2
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,
0.5 0.5x y
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безразмерные коэффициенты. 

Система уравнений (1) в безразмерных переменных будет иметь вид (3): 

2
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Найдем основные стационарные режимы в системе (3). Будем искать 
установившиеся движения при полете нашего планирующего тела в случае:  

,* *const constν ϑ≡ ≡ . Правые части системы (3)   обращаются в нуль, и мы 

получаем стационарное значение скорости и угла для режимов 
горизонтального полета:                                                                                                   

1.     1
1 2

1 (cos sin )
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Режим (5) соответствует полету   ЛА хвостом вперед 1ν , 2ν   - это скорости, 

при которой сила тяжести уравновешивает подъемную силу.  Назовем ее 

наименьшей скоростью горизонтального полета.  

В случае полета планера, если Т=0  существуют еще два установившихся 

движения и будем иметь: 
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Здесь к - аэродинамическое качество. Режим (7) соответствует полету ЛА 

хвостом вперед. Режимы (6), (7)  назовем режимами назовем режимами 

планирования. Это движение материальной точки по наклонной прямой 

В случае, если 0T ≠  существует еще один режим: 

5.    5
1 2

1 (cos sin )
k k

T δ δν + −
=

+
′ ,        5 2

πϑ =                                                                (8) 

Такой режим (8) мы назовем режимом вертикального спуска. Ему 

соответствует падение материальной точки по вертикальной прямой. 

В случае движения, если  0T ≠ , будем иметь еще два режима: 
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 Режим (10) соответствует полету ЛА хвостом вперед. Режимы (9),(10)   

назовем режимами пикирования. 

     Таким образом, мы получили основные стационарные режимы в 

рассматриваемой задаче о движении материальной точки под действием 

аэродинамических сил и силы тяжести. Для нас среди всех рассмотренных 

режимов наиболее интересен режим горизонтального полета (4), т.к. он 

происходит самое продолжительное время и чаще всего встречается при 

полете ЛА.  

Введем малые отклонения: 1,ν ν ν ϑ ϑ∆ = − ∆ =  

Проведем линеаризацию уравнений (3) и выпишем уравнения первого 

приближения: 
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Найдем корни характеристического уравнения: 2 2 2
1 1 1 212 2k k kνλ = − ± −  Для 

возникновения устойчивого режима в особой точке типа устойчивый узел 

учитывая, что 1 2k k> , условие устойчивости будет иметь вид: 
2 2

1 2 1 22( )( ) 1
cos sin

T k k k k
δ δ
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−
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2 2
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Возникает критический 

случай и надо рассматривать высшие приближения. 

При выполнении условия:  
2 2
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cos sin

T k k k k
δ δ
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−
 учитывая, что 1 2k k> , мы 

будем иметь особую точку типа седло и неустойчивый режим горизонтального 

полета. 

Приведем также условия устойчивости для режима  планирования  (6), в 

случае Т=0 . Установившийся угол планирования должен удовлетворять 

условиям: 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2
3

1 1

2 27arccos( ) 2 arccos( ) 2
4 4

( )( ) 1 ( )( ) 1
2 2

k kk k k k k k k k
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В других случаях режим планирования неустойчив. Устойчивость 

аналогичных систем рассматривалась в [7]. Значения аэродинамических 

функций были взяты из работы [8]. Перейдем к описанию поведения 

траекторий движения материальной точки. 

 

                       Численное моделирование 

 

      Опишем траектории движения материальной точки, полученных при 

численном интегрировании уравнений (1),(2) в системе matlab 2022 при 

различных значениях параметров. При достаточно больших значениях 

начальной скорости  точка делает подьем, описывает одну или две 

незамкнутых петли и переходит в режим планирования с постоянной 
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скоростью и углом наклона траектории (рис 1,2). При отсутствии силы 

тяжести,  материальная тоска двигалась бы  только по замкнутой окружности. 

При движении по окружности угол ϑ  меняется равномерно по времени и 

пропорционален пройденному пути. При увеличении силы тяги и уменьшении 

силы тяжести и большой начальной скорости, появляется  петлеобразная 

траектория (Рис. 3). Такое  периодическое решение не является стационарным 

режимом, но интересно его описать. На этом режиме среднее движение близко 

к горизонтальному, а амплитуда колебаний возле этого движения не меняется, 

но может увеличиваться при уменьшении массы.  Частота петель будет 

увеличиваться с ростом силы тяги. 

 

 

Рис. 1  Горка, мертвая петля и переход в режим планирования 

 
Рис. 2   Горка, две мертвых петли и переход в режим планирования 



Инженерный вестник Дона, №6 (2025) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n6y2025/10221 
 

 

 
© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2025 

 
Рис.3 Петлеобразная траектория движения 

При меньших значениях начальной скорости и силы тяги петлеобразная 
траектория сменяется подьемом, далее следует ее зависание и  переход в 
режим пикирования с постоянной скоростью и углом наклона 
траектории(Рис.4).  

   
Рис. 4 Горка, зависание и  переходом в режим пикирования 

Аналогичные модели и методы  исследования описаны в работах 

[8-10]. Из иностранных источников можно отметить работы [11,12]. 

      Таким образом, мы получили основные движения материальной точки в 

задаче Жуковского, дополненной постоянной силой тяги. 
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Заключение 

 

1. Разработана математическая модель движения материальной точки в 

задаче о планирующем полете с учетом силы тяги в безразмерных 

переменных. 

2. Получены различные стационарные режимы полета и исследована их 

устойчивость. 

3. Получены траектории движения  на различных режимах. 
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